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Οι υπολογιστές αναπαριστούν όλα τα είδη πληροφορίας ως δυαδικά δεδοµένα. Έτσι, για την 
ευκολότερη και ταχύτερη επεξεργασία των διαφόρων πληροφοριών, οι υπολογιστές 
χρησιµοποιούν αριθµητικά συστήµατα διαφορετικά από το γνωστό µας δεκαδικό (decimal) 
σύστηµα και κυρίως το δυαδικό (binary). 

1. Αριθµητικά Συστήµατα 

Κάθε αριθµός Ν µπορεί να γραφεί  µε την ακόλουθη µορφή: 

 

Με β παριστάνουµε τη βάση του αριθµητικού συστήµατος στο οποίο εκφράζεται ο αριθµός (β 
≥ 2) και µε αi συµβολίζουµε τα ψηφία του αριθµού (0 ≤ αi ≤ β-1). Το ψηφίο αi 
πολλαπλασιάζεται µε τον αριθµό βi, γι’ αυτό λέµε ότι η τάξη (order) του ψηφίου αi είναι i. Αν ο 
αριθµός N έχει m ακέραια ψηφία, οι εκθέτες i παίρνουν θετικές τιµές από 0 έως m-1 για το 
ακέραιο µέρος του και αν τα κλασµατικά του ψηφία είναι n, οι εκθέτες i παίρνουν αρνητικές 
τιµές από -1 έως –n για το κλασµατικό του τµήµα. 

Ο δεκαδικός αριθµός 19,278 µε τον τρόπο αυτό γράφεται ως  

1·101 + 9·100 + 2·10-1 + 7·10-2 + 8·10-3, δηλαδή α1=1, α0=9, α-1=2, α-2=7, α-3=8. 

Ένα αριθµητικό σύστηµα µε βάση β χρειάζεται β διαφορετικά «ψηφία» για την παράσταση 
των αριθµών, που παίρνουν τις τιµές από 0 έως β-1. Ένας ακέραιος αριθµός που έχει m 
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ψηφία, στο σύστηµα αυτό µπορεί να πάρει τιµές από 0 έως βm-1, δηλαδή βm διαφορετικές 
τιµές. 

 

Τα συνηθέστερα αριθµητικά συστήµατα είναι αυτά που έχουν βάση τους αριθµούς 2 (δυαδικό 
σύστηµα, binary system),8 (οκταδικό σύστηµα, octal system),10 (δεκαδικό σύστηµα, decimal 
system) και 16 (δεκαεξαδικό σύστηµα, hexadecimal system). Στον παραπάνω πίνακα 
βλέπουµε τα ψηφία αυτών των αριθµητικών συστηµάτων. 

To δεκαεξαδικό σύστηµα χρειάζεται 16 ψηφία για την παράσταση των αριθµών, αλλά το 
γνωστό δεκαδικό αριθµητικό σύστηµα παρέχει µόνο 10 ψηφία (0-9). Για τα επιπλέον 6 ψηφία 
χρησιµοποιούµε τους χαρακτήρες A-F, δηλαδή A=10, B=11, C=12, D=13, E=14 και F=15. Η 
σύµβαση αυτή ακολουθείται σε κάθε σύστηµα που χρειάζεται περισσότερα από 10 ψηφία. 

Στο δεκαεξαδικό σύστηµα, η ακολουθία ψηφίων «6F3» παριστάνει τον αριθµό 6·162 + 
15·161 + 3 

Στην καθηµερινή µας ζωή χρησιµοποιούµε το δεκαδικό σύστηµα και είµαστε εξοικειωµένοι µε 
αυτό, έτσι παριστάνουµε τους αριθµούς µόνο µε τα ψηφία τους, π.χ. λέµε 15 και όχι 1·101+5. 
Το ίδιο µπορούµε να κάνουµε και µε οποιοδήποτε άλλο αριθµητικό σύστηµα, αρκεί να 
δηλώνουµε το σύστηµα αυτό. Ο προσδιορισµός του συστήµατος γίνεται συνήθως µε ένα 
δείκτη που συνοδεύει τον αριθµό και δηλώνει τη βάση του αριθµητικού συστήµατος. 

Η ακολουθία ψηφίων «321» παριστάνει διαφορετικούς αριθµούς ανάλογα µε το σύστηµα 
αρίθµησης που θα δηλώσουµε. Στο δεκαδικό σύστηµα θα γράψουµε 321(10) και θα 
εννοούµε 3·102+2·10+1, ενώ στο οκταδικό σύστηµα θα γράψουµε 321(8) και θα εννοούµε 
3·82+2·8+1. Στο δεκαεξαδικό σύστηµα θα γράψουµε 321(16) και θα εννοούµε 
3·162+2·16+1. 

Ο αριθµός 1101(2) είναι γραµµένος στο δυαδικό σύστηµα, έτσι αντιστοιχεί στην έκφραση 
1·23 + 1·22 + 0·21 + 1. 

Τα ψηφία ενός αριθµού γραµµένου στο δυαδικό σύστηµα ονοµάζονται bits (binary digits, 
δυαδικά ψηφία). Το πιο αριστερό ψηφίο του αριθµού ονοµάζεται περισσότερο σηµαντικό 
ψηφίο (Most Significant Bit, MSB), γιατί πολλαπλασιάζεται µε το µεγαλύτερο συντελεστή, και 
το πιο δεξιό ψηφίο του αριθµού ονοµάζεται λιγότερο σηµαντικό ψηφίο (Least Significant Bit, 
LSB), γιατί πολλαπλασιάζεται µε το µικρότερο συντελεστή 
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2. Μετατροπή αριθµών από ένα αριθµητικό σύστηµα σε άλλο 

Η µετατροπή ενός αριθµού από ένα αριθµητικό σύστηµα µε βάση β προς 
το δεκαδικό σύστηµα είναι πολύ απλή: υπολογίζουµε την τιµή της 
παράστασης  

αm-1·βm-1 + … + α1·β + α0 + α-1·β-1 + … + α-n·β-n. 

Ο δυαδικός αριθµός 10011(2) στο δεκαδικό σύστηµα έχει την τιµή 1·24 + 0·23 + 0·22 + 1·21 
+ 1 = 16+2+1 = 19(10). 

Ο οκταδικός αριθµός 7123,35(8) στο δεκαδικό σύστηµα έχει την τιµή 7·83 + 1·82 + 2·8 + 3 
+ 3·8-1 + 5·8-2 = 3584 + 64 +16 + 3 + 0,375 + 0,3125 = 3667,6875(10). 

Ο δεκαεξαδικός αριθµός FC27(16) είναι ισοδύναµος µε το δεκαδικό 15·163 + 12·162 + 2·16 

+ 7 = 61440 + 3072 + 32 + 7 = 64551(10). 

Πιο πολύπλοκη είναι η διαδικασία µετατροπής ενός αριθµού από το 
δεκαδικό σύστηµα σε ένα άλλο σύστηµα αρίθµησης µε βάση β. Η 
µετατροπή γίνεται χωριστά για το ακέραιο και χωριστά για το 
κλασµατικό µέρος. 

Για να µετατρέψουµε το ακέραιο µέρος του αριθµού Α σε βάση β, 
κάνουµε διαδοχικές διαιρέσεις του ακεραίου µέρους του Α µε τον αριθµό β. Η διαδικασία 
µετατροπής είναι η εξής: 

(1) Αρχικά ο νέος αριθµός Χ δεν έχει ψηφία και χρησιµοποιούµε µόνο το ακέραιο µέρος 
του Α. 

(2) ∆ιαιρούµε τον Α µε τη βάση β και παίρνουµε το πηλίκο Π και το υπόλοιπο Υ. 
(3) Γράφουµε το Υ στα αριστερά του νέου αριθµού Χ. 
(4) Αντικαθιστούµε τον αριθµό Α µε το πηλίκο Π. 
(5) Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα (2), (3), (4) έως ότου το Α να γίνει 0. 

Ας δούµε πώς µετατρέπεται ο αριθµός Α=53(10) στο δυαδικό σύστηµα (β=2) : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α  Π Υ Χ 

53 ∆ιαιρούµε το 53 µε το 2 26 1 1 

26 ∆ιαιρούµε το 26 µε το 2 13 0 01 

13 ∆ιαιρούµε το 13 µε το 2 6 1 101 

6 ∆ιαιρούµε το 6 µε το 2 3 0 0101 

3 ∆ιαιρούµε το 3 µε το 2 1 1 10101 

1 ∆ιαιρούµε το 1 µε το 2 0 1 110101 

0 53(10) = 110101(2) 

1010
β β 

ββ
10 10 
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Ας δούµε και τη µετατροπή του αριθµού 312 στο οκταδικό σύστηµα: 

 

 

 

 

 

 

Για να µετατρέψουµε το κλασµατικό µέρος ενός αριθµού Α από το δεκαδικό σύστηµα σε ένα 
άλλο σύστηµα αρίθµησης µε βάση β, κάνουµε διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς του 
κλασµατικού µέρους του Α µε τη βάση β. Το κλασµατικό µέρος στο νέο σύστηµα αρίθµησης 
µπορεί να έχει άπειρα ψηφία, γι’ αυτό καθορίζουµε από πριν το µέγιστο αριθµό ψηφίων N 
που θα υπολογίσουµε για το νέο σύστηµα αρίθµησης. Η διαδικασία µετατροπής είναι η 
ακόλουθη: 

(1) Αρχικά το νέο κλασµατικό µέρος Υ δεν έχει ψηφία και χρησιµοποιούµε µόνο το 
κλασµατικό µέρος του Α. 

(2) Πολλαπλασιάζουµε τον Α µε τη βάση β. Το αποτέλεσµα έχει ακέραιο µέρος Μ και 
κλασµατικό µέρος Κ. 

(3) Γράφουµε το Μ στα δεξιά του νέου κλασµατικού µέρους Υ. 
(4) Αντικαθιστούµε τον αριθµό Α µε το Κ. 
(5) Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα (2), (3), (4) έως ότου το Α να γίνει 0 ή να έχουµε 

υπολογίσει N ψηφία. 

Ας υπολογίσουµε την τιµή του κλασµατικού αριθµού 0,625(10) στο δυαδικό σύστηµα: 

 

 

 

 

 

 

 

Επίσης ας υπολογίσουµε την τιµή του κλασµατικού αριθµού 0,171875(10) στο δεκαεξαδικό 
σύστηµα: 

 

 

 

 

 

 

Α  Π Υ Χ 

312 ∆ιαιρούµε το 312 µε το 8 39 0 0 

39 ∆ιαιρούµε το 39 µε το 8 4 7 70 

4 ∆ιαιρούµε το 4 µε το 8 0 4 470 

0 312(10) = 470(8) 

Α  Μ Κ Υ 

0,625 0,625 × 2 = 1,25 1 0,25 0,1 

0,25 0,25 × 2 = 0,5 0 0,5 0,10 

0,5 0,5 × 2 = 1 1 0 0,101 

0 0,625(10) = 0,101(2) 

Α  Μ Κ Υ 

0, 171875 0,171875 × 16 = 2,75 2 0,75 0,2 

0,75 0,75 × 16 = 12 12 0 0,2C 

0 0,171875(10) = 0,2C(16) 
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Ας υπολογίσουµε και την τιµή του κλασµατικού αριθµού 0,4(10) στο οκταδικό σύστηµα. 
Καθορίζουµε από πριν ότι θα υπολογίσουµε το πολύ 5 οκταδικά ψηφία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εδώ σταµατήσαµε τον υπολογισµό παρότι το Α δεν είναι 0, γιατί φθάσαµε στο µέγιστο 
αριθµό κλασµατικών ψηφίων που επιτρέπουµε. Αν προσέξουµε τις τιµές που παίρνει το 
Α, παρατηρούµε ότι µετά από τον υπολογισµό του 4ου κλασµατικού ψηφίου το Α παίρνει 
την αρχική του τιµή που ήταν 0,4. Έτσι µπορούµε να συµπεράνουµε ότι στο οκταδικό 
σύστηµα ο Α είναι ένας περιοδικός αριθµός, ο 0,31463146…(8) ή αλλιώς 0,3146(8). 

Όταν σταµατάµε τον υπολογισµό του αριθµού µετά από n κλασµατικά ψηφία, αν και το Α δεν 
είναι 0, κάνουµε αποκοπή (truncation) του αριθµού. Για να είναι ο υπολογισµός µας όσο πιο 
ακριβής γίνεται, µπορούµε να κάνουµε στρογγυλοποίηση (rounding). Στη στρογγυλοποίηση 
υπολογίζουµε άλλο ένα κλασµατικό ψηφίο. Αν αυτό είναι µικρότερο από το ½ της βάσης, τότε 
αφήνουµε τον αριθµό όπως είναι, µε n ψηφία. Αν όµως το επιπλέον ψηφίο είναι µεγαλύτερο 
ή ίσο από το ½ της βάσης, τότε αυξάνουµε το τελευταίο (το n-οστό) ψηφίο κατά 1. Έτσι το 
σφάλµα του υπολογισµού είναι πιο µικρό. 

Κατά τη µετατροπή του αριθµού 0,4(10) στο δεκαεξαδικό σύστηµα, ολοκληρώσαµε τον 
υπολογισµό µετά από 5 ψηφία. Το επόµενο ψηφίο που θα υπολογίζαµε είναι το 1, που 
είναι µικρότερο από το 4 (το ½ της βάσης), έτσι και µετά από τη στρογγυλοποίηση ο 
αριθµός µένει ο ίδιος. 

Αν όµως κρατούσαµε µόνο n=3 κλασµατικά ψηφία στρογγυλοποιώντας το αποτέλεσµα, 
θα υπολογίζαµε και το 4ο ψηφίο που έχει την τιµή 6 > 4. Θα αυξάναµε, λοιπόν, το 3ο 
ψηφίο κατά 1, και ο αριθµός θα ήταν τελικά ο 0,315(8). 

Για να µετατρέψουµε από το δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης σε άλλο, έναν αριθµό που έχει και 
ακέραιο και κλασµατικό µέρος, µετατρέπουµε ξεχωριστά τα δύο µέρη του µε τον τρόπο που 
είδαµε και µετά συνδυάζουµε τα αποτελέσµατα. 

Η µετατροπή ενός αριθµού από ένα σύστηµα µε βάση β1 σε ένα άλλο 
σύστηµα µε βάση β2 γίνεται εύκολα άν χρησιµοποιήσουµε ενδιάµεσα το 
δεκαδικό σύστηµα: µετατρέπουµε πρώτα τον αριθµό µε βάση β1 στο 
δεκαδικό σύστηµα, και στη συνέχεια τον µετατρέπουµε από το δεκαδικό 
σύστηµα στο σύστηµα µε βάση β2. Η µέθοδος αυτή είναι πιο εύκολη από 
την απευθείας µετατροπή, γιατί είµαστε πιο εξοικειωµένοι µε υπολογισµούς στο δεκαδικό 
σύστηµα. 

Α  Μ Κ Υ 

0,4 0,4 × 8 = 3,2 3 0,2 0,3 

0,2 0,2 × 8 = 1,6 1 0,6 0,31 

0,6 0,6 × 8 = 4,8 4 0,8 0,314 

0,8 0,8 × 8 = 6,4 6 0,4 0,3146 

0,4 0,4 × 8 = 3,2 3 0,2 0,31463 

0,2 0,4(10) ≅ 0,31463(8) 

β2β2
β1 β1 
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0010 1101 1001 1101 1100, 

2 D 9 D C, 

011 011 001 110 111, 

3 3 1 6 7, 

001

1

4 3 F 2 5, 

0100 0011 1111 0010 0101, 

Μια ειδική περίπτωση, όµως, είναι η µετατροπή µεταξύ του δυαδικού και του οκταδικού ή του 
δεκαεξαδικού συστήµατος. Οι µετατροπές αυτές είναι ιδιαίτερα εύκολες, γιατί οι βάσεις των 
δύο συστηµάτων, το 8 και το 16, είναι δυνάµεις του 2. 

Για να µετατρέψουµε ένα δυαδικό αριθµό στο δεκαεξαδικό σύστηµα, 
χωρίζουµε τα ψηφία του σε τετράδες ξεκινώντας από την υποδιαστολή που 
χωρίζει ακέραιο και κλασµατικό µέρος, και προχωρώντας προς τα «άκρα» 
του αριθµού. Κάθε τέτοια τετράδα αντιστοιχεί σε ένα µονοψήφιο 
δεκαεξαδικό αριθµό, και την αντικαθιστούµε µε το ψηφίο αυτό. Η µετατροπή 
ενός δεκαεξαδικού αριθµού σε δυαδικό γίνεται αντικαθιστώντας κάθε ψηφίο 
του αριθµού µε τον αντίστοιχο τετραψήφιο δυαδικό αριθµό. 

Η µετατροπή από το δυαδικό σύστηµα προς το οκταδικό και αντίστροφα 
γίνεται µε τον ίδιο τρόπο, αλλά χωρίζουµε τα δυαδικά ψηφία σε τριάδες αντί 
για τετράδες. 

Για να µετατραπεί σε δεκαεξαδικό, χωρίζουµε το 
δυαδικό αριθµό 1011011001,110111(2) πρώτα σε 
τετράδες ξεκινώντας από την υποδιαστολή. Στα 
«άκρα» του αριθµού προσθέτουµε όσα µηδενικά 
είναι απαραίτητα, έτσι ώστε να συµπληρωθούν οι 
τετράδες. Στη συνέχεια αντικαθιστούµε κάθε τετράδα µε το αντίστοιχο δεκαεξαδικό ψηφίο. 
Π.χ. η αριστερότερη τετράδα που είναι 0010 ισοδυναµεί µε το ψηφίο 2, ενώ η επόµενη 
τετράδα 1101 που έχει τιµή 13 ισοδυναµεί µε το ψηφίο D. Ο ισοδύναµος δεκαεξαδικός 
αριθµός είναι ο 2D9,DC(16). 

Για να µετατρέψουµε τον ίδιο αριθµό σε 
οκταδικό τον χωρίζουµε σε τριάδες, 
προσθέτοντας και πάλι στα άκρα του 
µηδενικά, αν χρειαστεί. Κάθε τριάδα 
αντικαθίσταται από το αντίστοιχο 
οκταδικό ψηφίο.  Π.χ. η δεξιότερη τριάδα που είναι 111 έχει την τιµή 7 (1·22 + 1·2 + 1 = 
4+2+1 = 7) και αντικαθίσταται µε το ψηφίο αυτό. Ο ισοδύναµος οκταδικός αριθµός είναι ο 
1331,67(8). 

Αντίστροφα, η µετατροπή του δεκαεξαδικού 
αριθµού 43F,25(16) γίνεται αντικαθιστώντας τα 
ψηφία του µε τον αντίστοιχο τετραψήφιο δυαδικό 
αριθµό. Π.χ. το ψηφίο 4 θα αντικατασταθεί από 
τον δυαδικό αριθµό 0100 που έχει την τιµή 4. Ο 
δυαδικός αριθµός που προκύπτει είναι ο 010000111111,00100101(2). 

Στον οκταδικό αριθµό 4567,02(8) θα 
αντικαταστήσουµε κάθε ψηφίο µε τον 
αντίστοιχο τριψήφιο δυαδικό αριθµό, για 
να πάρουµε το δυαδικό αριθµό 
100101110111,000010(2). 

Τα µηδενικά στα «άκρα» των δυαδικών αριθµών (όπως και σε όλα τα συστήµατα 
αρίθµησης) µπορούν να παραλειφθούν. 

1616
2 2 

18
2 2 

5 6 7 0 2 , 

101 110 111 000 010, 

4

100
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3. Πράξεις θετικών ακεραίων αριθµών 

Στο δυαδικό σύστηµα οι αριθµητικές πράξεις γίνονται µε παρόµοιο τρόπο µε το δεκαδικό 
σύστηµα. Προσθέσεις και αφαιρέσεις γίνονται από δεξιά προς τα αριστερά, και 
χρησιµοποιούµε κρατούµενα ή δανεικά ψηφία, αντίστοιχα. 

Για την πρόσθεση αριθµών µε n bits, ξεκινάµε από τα δεξιά, προσθέτοντας τα δύο λιγότερο 
σηµαντικά bits των αριθµών και συνεχίζουµε προς τα αριστερά.  Αν οι αριθµοί είναι οι xnxn-

1…xi…x1 και ynyn-1…yi…y1 , ξεκινάµε από την πρόσθεση x1+y1, η οποία µας δίνει το ψηφίο z1 
του αποτελέσµατος και το κρατούµενο K1. Στη συνέχεια, προσθέτουµε τα ψηφία x2, y2 και το 
κρατούµενο Κ1 για να πάρουµε το ψηφίο z2 του αποτελέσµατος και το κρατούµενο K2, κλπ.  
Γενικά το κρατούµενο Κi-1 που πιθανώς θα προκύψει από κάποια πρόσθεση προωθείται και 
προστίθεται µε το επόµενο ζεύγος ψηφίων xi και yi των αριθµών. Αντίστοιχα, στην αφαίρεση 
λαµβάνουµε τα αντίστοιχα ζεύγη των ψηφίων xi και yi, κάνουµε την πράξη και προωθούµε το 
δανεικό ψηφίο Bi στο επόµενο ζεύγος ψηφίων xi+1 και yi+1. 

Οι υπολογισµοί που κάνουµε για αριθµούς των n bits αφορούν, λοιπόν, συνήθως 3 bits, γιατί 
έχει προστεθεί και το κρατούµενο ή το δανεικό ψηφίο. Στον πίνακα βλέπουµε τα 
αποτελέσµατα της πρόσθεσης και αφαίρεσης δύο ψηφίων µε κρατούµενο ή δανεικό ψηφίο 
αντίστοιχα. 

Θέλουµε να προσθέσουµε τους αριθµούς 43 και 15, αλλά µε τη δυαδική τους 
αναπαράσταση. Ο αριθµός 43 στο δυαδικό σύστηµα είναι ο 101011(2) ενώ ο 15 
παριστάνεται ως 001111(2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

xi yi 
Ki-1 ή 
Bi-1 

xi+yi+
Ki-1 

Ki 
xi-yi-
Bi-1 

Bi 

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 1 1 
0 1 0 1 0 1 1 
0 1 1 0 1 0 1 
1 0 0 1 0 1 0 
1 0 1 0 1 0 0 
1 1 0 0 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 

1  0  1  0  1  1 

+  +  +  +  +  + 
0  0  1  1  1  1 

           

1  1  1  0  1  0 

1 1 1 1 0 
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Βλέπουµε στο σχήµα πώς το κρατούµενο από κάθε ζεύγος ψηφίων προωθείται στο 
επόµενο. Το αποτέλεσµα είναι ο δυαδικός αριθµός 111010(2) δηλαδή ο αριθµός 58. 

Αν θέλουµε να κάνουµε την αφαίρεση 43-15 αντίστοιχα θα έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

 

Το αποτέλεσµα είναι ο δυαδικός αριθµός 011100(2) δηλαδή ο δεκαδικός 28. Και εδώ 
βλέπουµε τα δανεικά ψηφία του κάθε ζεύγους που µεταφέρονται στο επόµενο επίπεδο. 

Ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση δυαδικών αριθµών γίνονται µε διαδοχικές προσθέσεις 
και αφαιρέσεις αντίστοιχα. 

Ας δούµε πώς πολλαπλασιάζουµε τους αριθµούς 22(10) = 10110(2) και 11(10) = 1011(2). 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειώσουµε ότι στον πολλαπλασιασµό εκτελούµε κάθε φορά τα 
επιµέρους αθροίσµατα για να µην προκύπτουν κρατούµενα που πρέπει να ληφθούν υπ’ όψη 
στις µεθεπόµενες βαθµίδες. 

4. Παράσταση ακεραίων αριθµών 

Η µνήµη κάθε υπολογιστή είναι οργανωµένη σε λέξεις (words), δηλαδή οµάδες των n bits (το 
n είναι συνήθως ένα πολλαπλάσιο του 8). Το n ονοµάζεται µήκος λέξης (word length) του 
υπολογιστή. Κάθε αριθµός θα καταλαµβάνει χώρο όσο µία λέξη της µνήµης του υπολογιστή. 

1  0  1  0  1  1 

-  -  -  -  -  - 
0  0  1  1  1  1 

           

0  1  1  1  0  0 

0 0 1 1 1 

10110

1 

1 

0 

1 

+
+

+ 

00010110 

00101100 

00000000

10110000 

01000010

01000010 

11110010 

ενδιάµεσο 
αποτέλεσµα 

τελικό 
αποτέλεσµα 

ενδιάµεσα γινόµενα του 10110 
µε κάθε ψηφίο του 1011 
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Όπως γνωρίζουµε, µε n δυαδικά ψηφία µπορούµε 
να παραστήσουµε 2n το πλήθος διαφορετικούς 
αριθµούς, τους 0 … 2n-1. Στην περίπτωση που 
θέλουµε µε n δυαδικά ψηφία να παραστήσουµε 
προσηµασµένους ακέραιους αριθµούς, τότε εκµεταλλευόµαστε το αριστερότερο bit (δηλαδή 
το MSB) του αριθµού, στο οποίο κωδικοποιούµε το πρόσηµό του. Αν το πρόσηµο έχει την 
τιµή 0, τότε ο αριθµός είναι θετικός, ενώ αν έχει την τιµή 1 είναι αρνητικός. Με τα υπόλοιπα n-
1 δυαδικά ψηφία κωδικοποιούµε την απόλυτη τιµή του αριθµού, δηλαδή το µέτρο του. 

Οι αριθµοί 01110010(2) και 00001(2) είναι θετικοί, ενώ οι αριθµοί  1110010(2) και 100001(2) 
είναι αρνητικοί. 

Ένα θετικό αριθµό τον παριστάνουµε θέτοντας το πιο σηµαντικό bit (δηλαδή το πρόσηµο) 
στην τιµή 0, και τα υπόλοιπα n-1 bits στην τιµή του µέτρου του, δηλαδή στην τιµή του 
αριθµού. Επειδή ο µεγαλύτερος ακέραιος αριθµός που παριστάνεται µε n-1 bits είναι ο 2n-1-1, 
η τιµή του αριθµού δεν µπορεί να ξεπερνά το όριο αυτό. 

Σε έναν υπολογιστή όπου το µήκος λέξης είναι 8, ο αριθµός 23 θα παρασταθεί ως 
00010111. Το αριστερότερο bit δηλώνει ότι ο αριθµός είναι θετικός, και τα υπόλοιπα bits 
περιέχουν τον αριθµό 23. Ο µεγαλύτερος θετικός αριθµός που µπορεί να αποθηκευθεί µε 
8 bits είναι ο 01111111, δηλαδή ο 127 (28-1-1 = 27-1 = 128-1). 

Υπάρχουν τρεις διαφορετικοί τρόποι για να κωδικοποιήσουµε τους αρνητικούς 
προσηµασµένους αριθµούς στα υπόλοιπα n-1 bits: 

♦ Η παράσταση µέτρου 

♦ Η παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1 

♦ Η παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2 

4.1. Παράσταση µέτρου 

Το Most Significant Bit (MSB) δηλώνει αν ο αριθµός είναι θετικός ή αρνητικός, ενώ τα 
υπόλοιπα n-1 ψηφία παριστάνουν το µέτρο του αριθµού σε δυαδική µορφή.  

Σε έναν υπολογιστή µε λέξη 6 bits, ο αριθµός +12(10) παριστάνεται ως εξής: 001100(2), 
ενώ ο αριθµός -12(10) παριστάνεται ως εξής: 101100(2). 

 

Ο µέγιστος θετικός αριθµός που µπορεί να παρασταθεί στο σύστηµα αυτό µε λέξη µήκους n 
bits έχει την παράσταση: 

0 1 1 1 1 1 … 1 1 1 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

και είναι ο 2n-1-1  

Ο ελάχιστος αρνητικός που µπορεί να παρασταθεί µε µήκος λέξης n bits έχει την 
παράσταση: 

Πρόσηµο Αριθµός 

  

1 bit n-1 bits 
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1 1 1 1 1 1 … 1 1 1 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

και είναι ο –(2n-1-1)  

Ο αριθµός 0 µπορεί να παρασταθεί µε δύο τρόπους: σαν 00…00 και σαν 10…00. 

4.2. Παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1 

Στην παράσταση αυτή, αν το MSB του αριθµού είναι 0, ο αριθµός είναι θετικός και το µέτρο 
του δίδεται από τα υπόλοιπα n-1 bits. Αν το MSB είναι 1, τότε ο αριθµός είναι αρνητικός και 
το συµπλήρωµα ως προς 1 των υπολοίπων n-1 bits δίνει το µέτρο του.  

Το συµπλήρωµα ως προς 1 ενός δυαδικού αριθµού βρίσκεται εύκολα αν αντικατασταθούν 
όλα τα 1 του αριθµού µε 0 και όλα τα 0 µε 1. 

Για παράδειγµα, το συµπλήρωµα ως προς 1 του αριθµού 11010110 είναι 00101001. 

Εποµένως, µε βάση τα παραπάνω, ο αριθµός +12(10) παριστάνεται σε υπολογιστή µε 
λέξη µήκους n=6 bits σαν 001100(2), ενώ ο αριθµός -12(10) παριστάνεται σαν 110011(2). 

Ο µέγιστος θετικός αριθµός που µπορεί να παρασταθεί στο σύστηµα αυτό µε λέξη µήκους n 
bits έχει την παράσταση: 

0 1 1 1 1 1 … 1 1 1 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

και είναι ο 2n-1-1  

Ο ελάχιστος αρνητικός που µπορεί να παρασταθεί µε µήκος λέξης n bits έχει την 
παράσταση: 

1 0 0 0 0 0 … 0 0 0 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

και είναι ο –(2n-1-1)  

Ο αριθµός 0 µπορεί να παρασταθεί µε δύο τρόπους: σαν 00…00 και σαν 11…11. 

4.3. Παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2 

Η παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2 είναι αυτή που χρησιµοποιείται περισσότερο, 
γιατί διευκολύνει και απλοποιεί πολύ την εκτέλεση των αριθµητικών πράξεων, τόσο για 
τους θετικούς, όσο και για τους αρνητικούς αριθµούς. 

Όπως και στις προηγούµενες παραστάσεις, αν το MSB του αριθµού είναι 0, ο αριθµός είναι 
θετικός και το µέτρο του δίδεται από τα υπόλοιπα n-1 bits. Εάν το MSB του αριθµού είναι 1, 
τότε ο αριθµός είναι αρνητικός. Για να βρούµε το µέτρο του αριθµού, πρέπει να 
υπολογίσουµε το συµπλήρωµα ως προς 2 και των n ψηφίων του (δηλαδή λαµβάνουµε 
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υπόψη και το πρόσηµο). Το συµπλήρωµα ως προς 2 ενός δυαδικού αριθµού βρίσκεται, εάν 
αντικαταστήσουµε το 0 µε 1 και το 1 µε 0 και στη συνέχεια προσθέσουµε 1. 

Για να µετατρέψουµε έναν αρνητικό στην παράσταση συµπληρώµατος του 2, ακολουθούµε 
παρόµοια διαδικασία: γράφουµε το µέτρο του σε δυαδική µορφή, αντικαθιστούµε το 0 µε 1 
και το 1 µε 0 και στη συνέχεια προσθέτουµε 1. Αν δεν υπάρχει ήδη ως κρατούµενο, 
τοποθετούµε στα αριστερά του αριθµού το ψηφίο 1 του προσήµου. 

Για να βρούµε την παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2 του αριθµού -17 σε ένα 
υπολογιστή µε µήκος λέξης 16 bits, αρχικά θα γράψουµε τον αντίστοιχο θετικό (17) σε 
δυαδική µορφή, δηλαδή 0000000000010001. Στη συνέχεια θα αντικαταστήσουµε το 0 µε 
1 και το 1 µε 0 στον αριθµό αυτό, και θα πάρουµε 1111111111101110. Στον αριθµό αυτό 
θα προσθέσουµε τον 1. Η τελική του παράσταση θα είναι λοιπόν 1111111111101111. 

Για να βρούµε την τιµή που παριστάνει ο αριθµός 11100110 θα υπολογίσουµε το 
συµπλήρωµά του ως προς 2 µαζί µε το πρόσηµο. Αρχικά αντιστρέφουµε όλα τα ψηφία 
του και παίρνουµε 00011001. Μετά προσθέτουµε τον αριθµό 1, και έχουµε 00011001 + 1 
= 00011010. Άρα το µέτρο του αριθµού είναι το 00011010(2) = 26(10) και ο αριθµός είναι 
ο -26. 

Ο µέγιστος θετικός αριθµός που µπορεί να παρασταθεί στο σύστηµα αυτό µε λέξη µήκους n 
bits έχει την παράσταση: 

0 1 1 1 1 1 … 1 1 1 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

και είναι ο 2n-1-1  

Ο ελάχιστος αρνητικός που µπορεί να παρασταθεί µε µήκος λέξης n bits έχει την 
παράσταση: 

1 0 0 0 0 0 … 0 0 0 
          

Πρόσηµο n-1 bits 

Για να βρούµε την τιµή του αριθµού αυτού θα υπολογίσουµε το συµπλήρωµά του ως προς 2. 
Αντιστρέφουµε τα ψηφία του και παίρνουµε τον αριθµό 01111…1111(2) και µετά 
προσθέτουµε 1, για να πάρουµε τον 10000…000(2) = 2n-1. Άρα ο ελάχιστος αριθµός είναι ο    
-2n-1. 

Η παράσταση συµπληρώµατος του 2 έχει, από ό,τι βλέπουµε, µία ιδιαιτερότητα: ο 
µικρότερος αρνητικός αριθµός που µπορούµε να παραστήσουµε έχει µεγαλύτερη απόλυτη 
τιµή (2n-1) από το µεγαλύτερο θετικό (2n-1-1). Αυτό συµβαίνει γιατί ο αντίστοιχός του θετικός, ο 
2n-1, χρειάζεται και το ψηφίο του προσήµου για να παρασταθεί. 

Ας µην ξεχνάµε ότι οι έννοιες «συµπλήρωµα ως προς 2» και «παράσταση 
συµπληρώµατος ως προς 2» είναι διαφορετικές. Το συµπλήρωµα ως προς 2 ενός 
αριθµού είναι το αποτέλεσµα της αντιστροφής των ψηφίων του αριθµού από 0 σε 1 και 
από 1 σε 0, και της πρόσθεσης σε αυτόν του 1. Η παράσταση συµπληρώµατος ως προς 
δύο χρησιµοποιεί το συµπλήρωµα ως προς 2 για να παραστήσει τους αρνητικούς 
αριθµούς. Ανάλογα ισχύουν και για τις έννοιες «συµπλήρωµα ως προς 1» και 
«παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1». 
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5. Πρόσθεση προσηµασµένων ακεραίων αριθµών 

Η παραστάσεις του συµπληρώµατος ως προς 1 και ως προς 2 έχουν το πλεονέκτηµα: η 
πρόσθεση µεταξύ των αριθµών γίνεται απευθείας, χωρίς να χρειάζεται µετατροπή τους, 
ανεξάρτητα από το πρόσηµό τους. Έτσι η διαδικασία της πρόσθεσης που είδαµε στην 
παράγραφο 3 εφαρµόζεται αυτούσια σχεδόν και σε προσηµασµένους αριθµούς. 

Εάν, όµως, προκύψει κρατούµενο από την πρόσθεση των MSB, αγνοείται στην 
περίπτωση συµπληρώµατος ως προς δύο, ή προστίθεται στο αποτέλεσµα στην 
περίπτωση συµπληρώµατος ως προς 1. 

Στη συνέχεια δίδονται κάποια παραδείγµατα προσθέσεων σε παράσταση 
συµπληρώµατος ως προς 2: 

 

00010101   11001010 00010010   11111101 

+ + + + 

00110011   01000100 10001101   11110010 

 

01001000 100001110 10011111 111101111 

Στο δεύτερο άθροισµα, το αποτέλεσµα της πρόσθεσης έχει και ένα επιπλέον bit, γιατί  
11001010(2) + 01000100 (2)  = 100001110 (2). Αυτό το επιπλέον bit το αγνοούµε και 
παίρνουµε το σωστό αποτέλεσµα. Το ίδιο ισχύει και το τέταρτο άθροισµα. 

Αντίθετα, στην περίπτωση πράξεων µε παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1, το 
επιπλέον bit προστίθεται στο αποτέλεσµα: 

 

00010101   11001001 00010010   11111100 

+ + + + 

00110011   01000100 10001100   11110001 

 

01001000 100001101 10011110 111101101 

 +  + 

                 1                  1 

 

   00001110    11101110 

Η µόνη περίπτωση στην εκτέλεση των πράξεων που χρειάζεται προσοχή είναι όταν το 
αποτέλεσµα µίας πράξης είναι πολύ µεγάλο ή πολύ µικρό και δεν µπορεί να παρασταθεί µε 
το πλήθος των bits που έχουµε στη διάθεσή µας. Τότε λέµε ότι η πράξη προκάλεσε 
υπερχείλιση (overflow) του αποτελέσµατος. 

Για παράδειγµα, σε περίπτωση που χρησιµοποιείται η παράσταση συµπληρώµατος ως 
προς 2: 

21 
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72 
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14 

18 
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Το άθροισµα των αριθµών -110 και -33, που είναι -143, δεν µπορεί να παρασταθεί µε 8 
bits, γιατί ο µικρότερος αριθµός που µπορεί να παρασταθεί µε 8 bits είναι ο -128. Αν 
προσθέσουµε αυτούς τους δύο αριθµούς, όπως βλέπουµε και στο σχήµα, το αποτέλεσµα 
είναι λανθασµένο. 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε µαθηµατικά ότι, πράγµατι, ο τρόπος που περιγράφηκε 
παραπάνω για την άθροιση προσηµασµένων αριθµών οδηγεί σε σωστό αποτέλεσµα.  

Έστω ότι θέλουµε να προσθέσουµε τις παραστάσεις συµπληρώµατος ως προς 2 δύο 
προσηµασµένων αριθµών x και y. Πριν ξεκινήσουµε τη µαθηµατική θεµελίωση του παραπάνω 
ισχυρισµού, επισηµαίνουµε ότι το συµπλήρωµα ως προς 2 ενός οποιουδήποτε αριθµού α είναι 
ο αριθµός 2n-α. Αν ο α είναι µη αρνητικός, τότε σε παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2 
γράφεται ως |α|=α, ενώ αν είναι αρνητικός γράφεται ως 2n-|α|=2n+α. 

♦ Αν και οι δύο αριθµοί x, y είναι θετικοί, κατά την πρόσθεση θα προστεθούν τα µέτρα τους |x| 
και |y|. Αφού 0 ≤ |x|, |y| ≤ 2n-1 – 1, θα ισχύει 0 ≤ |x| + |y| ≤ 2n – 2. ∆ηλαδή το MSB του 
αριθµού µπορεί να προκύψει 0, αλλά µπορεί να προκύψει και 1. Αν βγει 1, τότε το 
αποτέλεσµα διαβάζεται ως αρνητικός αριθµός. Το λάθος οφείλεται στο γεγονός ότι ο 
αριθµός |x| + |y| έχει τιµή µεγαλύτερη από το µεγαλύτερο θετικό αριθµό που µπορεί να 
παρασταθεί µε n bits στην παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2. Εποµένως, η τιµή του 
αθροίσµατος διαβάζεται κατά 2n µικρότερη από την πραγµατική. 

♦ Αν ο ένας αριθµός (έστω ο x) είναι µη αρνητικός και ο άλλος αρνητικός, κατά την πρόσθεση 
θα προστεθούν οι αριθµοί |x| και 2 n-|y|. Εποµένως, το αποτέλεσµα θα είναι το z = 2n + |x| − 
|y|. 

o Έστω ότι |x| ≥ |y|. Επειδή 0 ≤ |x| − |y| ≤ 2n-1 − 1, ο αριθµός |x| − |y| µπορεί να γραφεί 
µε n-1 δυαδικά ψηφία, ενώ ο 2n γράφεται µε ένα 1 ακολουθούµενο από n µηδενικά. 
Εποµένως, κατά την πρόσθεση των  |x| + (2 n-|y|), αυτό το 1 βγαίνει σαν κρατούµενο 
κατά την πρόσθεση των MSB των δύο προσθετέων. Αγνοώντας το κρατούµενο αυτό 
(είναι σαν να διαγράφουµε το 2n από το z) παραµένει στο αποτέλεσµα ένας n-ψήφιος 
δυαδικός αριθµός µε το MSB ίσο µε 0, που είναι ο αριθµός |x| − |y|. (σωστό) 

o Έστω ότι |x| < |y|.Τότε ο z γράφεται ως z = 2n − (|y| − |x|) και ισχύει 0 < |y| − |x| ≤2n-1 ⇒ 
2n-1 ≤ 2n –(|y| − |x|) < 2n. Εποµένως, δε θα προκύψει κρατούµενο κατά την άθροιση 
των αριθµών  |x| και 2 n-|y|, ενώ το αποτέλεσµα θα διαβάζεται σαν αρνητικός αριθµός, 
αφού το MSB θα βγει ίσο µε 1. (σωστό)  

♦ Ανάλογα ισχύουν και όταν ο x είναι αρνητικός και ο y µη αρνητικός. 

♦ Αν οι x και y είναι αρνητικοί, κατά την άθροιση θα προστεθούν οι αριθµοί 2n − |x| και 2n − |y|, 
οπότε θα προκύψει ο αριθµός z = 2n + (2n − (|x| + |y|)). ‘Όµως, 1 ≤ |x|, |y| ≤ 2n-1 ⇒ 2n − 2 ≥ 
2n − (|x| + |y|) ≥ 0. ∆ηλαδή, ο αριθµός 2n − (|x| + |y|) µπορεί να παρασταθεί µε n bits, ενώ η 
άλλη δύναµη 2n που υπάρχει στην έκφραση του z είναι ένα 1 µια θέση αριστερά από το 
MSB του 2n − (|x| + |y|), δηλαδή είναι κρατούµενο και περισσεύει, αφού ο υπολογιστής 

10010010 
+ 

11011111 
 

 1  01110001 
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αγνοείται
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διαθέτει µόνο n bits για κάθε αριθµό του. Αγνοώντας το κρατούµενο, το αποτέλεσµα γίνεται 
z΄ = 2n − (|x| + |y|). Αν |x| + |y| ≤ 2n-1, το MSB του z΄ είναι 1 και ο z΄ παριστάνει έναν αρνητικό 
αριθµό µε απόλυτη τιµή |x| + |y|. (σωστό) Αν, όµως, |x| + |y| > 2n-1, τότε 0 ≤ 2n − (|x| + |y|) ≤
2n-1 − 1 και ο z΄ έχει MSB ίσο µε 0. ∆ηλαδή ο z΄ θα διαβάζεται σαν θετικός αριθµός, που δεν 
είναι σωστό. Αυτός ο θετικός αριθµός θα είναι κατά 2n µεγαλύτερος από την πραγµατική 
τιµή του αποτελέσµατος. Το λάθος οφείλεται στο γεγονός ότι ο αριθµός x + y = − |x| − |y|  
είναι έξω από το διάστηµα των αριθµών που µπορούν να γραφούν µε n bits στην 
παράσταση συµπληρώµατος ως προς 2.  

Ας δούµε τώρα τι συµβαίνει όταν προσθέτουµε τις παραστάσεις συµπληρώµατος ως προς 1 
δύο προσηµασµένων αριθµών x και y.  Πριν ξεκινήσουµε τη διαδικασία αυτή επισηµαίνουµε ότι 
το συµπλήρωµα ως προς 1 του αριθµού α ισούται µε 2n − 1 –α. 

♦ Αν x ≥ 0 και y ≥ 0, κατά την άθροιση δεν προκύπτει κρατούµενο. Το αποτέλεσµα που 
παίρνουµε είναι σωστό εφόσον το x+y δεν είναι τόσο µεγάλο που να βγαίνει έξω από τα 
όρια του διαστήµατος [−2n-1 + 1, 2n-1 − 1] των αριθµών που µπορούν να γραφούν µε n bits 
σε παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1.  

♦ Αν x ≥ 0 και y ≤ 0, προστίθενται τα |x| και 2n − 1 − |y|, οπότε δίνουν αποτέλεσµα z= 2n − 1 +  
|x| − |y|.  

o Αν |x| > |y|, ισχύει |x| − |y| − 1 ≥ 0, οπότε ο 2n που υπάρχει στην προηγούµενη 
έκφραση του z, δίνει τελικό κρατούµενο 1 στην άθροιση. Παίρνοντας αυτό το 
κρατούµενο από τον z και προσθέτοντάς το σαν 1 στο υπόλοιπο τµήµα του z, 
προκύπτει ο αριθµό z΄ = |x| − |y|, που είναι το σωστό αποτέλεσµα στο δυαδικό 
σύστηµα 

o Αν |x| ≤ |y|, τότε z= 2n − 1 −  (|y| − |x|), µε 0 ≤ |y| − |x| ≤ 2n-1 − 1. Εποµένως, κατά την 
άθροιση δεν προκύπτει τελικό κρατούµενο και το αποτέλεσµα είναι το σωστό x + y, 
γραµµένο στην παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1. 

♦ Ανάλογα µε τα παραπάνω ισχύουν και όταν x ≤ 0 και y ≥ 0. 

♦ Αν x ≤ 0 και y ≤ 0, τότε προστίθενται τα 2n
 − 1 − |x| και 2n

 − 1 − |y| και δίνουν αποτέλεσµα z= 
2n

 − 1 + 2n
 − 1 − (|x| + |y|). Αφού 0 ≤ |x|, |y| ≤2n-1

 − 1, ισχύει 2n − 2 ≥ A= − 1 + 2n
 − 1 − (|x| + 

|y|) ≥ 0, που σηµαίνει ότι ο Α µπορεί να γραφεί µε n bits. Εποµένως, το 2n που αποµένει 
στην έκφραση του z, δίνει κατά την πρόσθεση τελικό κρατούµενο 1. Αν αυτό το κρατούµενο 
προστεθεί σαν µία µονάδα στο τέλος του z, προκύπτει ο αριθµός z΄ = 2n

 − 1 − (|x| + |y|). 
Αυτός είναι η σωστή παράσταση συµπληρώµατος ως προς 1 του αρνητικού αριθµού x+y, 
εφόσον το άθροισµα αυτό δεν είναι µικρότερο από −2n-1 +1 (δηλαδή δεν υπερχειλίζει).  

 

6. Παράσταση πραγµατικών αριθµών 

Εκτός από τους ακέραιους αριθµούς, θέλουµε να παραστήσουµε στον υπολογιστή και 
«πραγµατικούς» αριθµούς, δηλαδή αριθµούς µε ακέραιο και κλασµατικό µέρος. 

6.1. Παράσταση σταθερής υποδιαστολής 
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Ένας απλός τρόπος για την παράσταση των πραγµατικών αριθµών µε λέξεις µήκους n bits 
είναι να µοιράσουµε τα ψηφία του αριθµού µεταξύ του ακέραιου και του κλασµατικού µέρους. 
∆ηλαδή, υποθέτουµε ότι υπάρχει η υποδιαστολή στο δεξιό µέρος κάποιου συγκεκριµένου 
ψηφίου από τα n που χρησιµοποιούνται για την παράσταση του αριθµού. Αυτή είναι η 
παράσταση σταθερής υποδιαστολής (fixed point representation). Στην περίπτωση αυτή 
ισχύουν όσα αναφέραµε στις προηγούµενες παραγράφους για την παράσταση των 
προσηµασµένων αριθµών και τις πράξεις µεταξύ τους.  

Για την παράσταση πραγµατικών αριθµών έστω ότι διαθέτουµε 8 ψηφία. Αυτά 
µοιράζονται ως εξής: 5 ψηφία για το ακέραιο µέρος και 3 ψηφία για το κλασµατικό. Η 
παράσταση των αρνητικών αριθµών γίνεται µε το συµπλήρωµα του 2. Ο µεγαλύτερος 
θετικός αριθµός που µπορούµε να παραστήσουµε έχει την παράσταση 01111,111 και 
είναι ο 15,875. Ο µικρότερος αρνητικός αριθµός που µπορούµε να παραστήσουµε είναι ο 
10000,000 που έχει την τιµή -16. 

Οι πλησιέστεροι αριθµοί στο 0 που µπορούµε να παραστήσουµε (εκτός από το 0 βέβαια, 
που παριστάνεται ως 00000,000) είναι: 

00000,001(2) = 0,125 για τους θετικούς και 

11111,111(2) = -0,125 για τους αρνητικούς. 

Το άθροισµα των αριθµών 01001,110(2) = 9,75 και 10010,001(2) = -13,875 υπολογίζεται 
απευθείας και είναι 11011,111(2) = -4,125 

Το σπουδαιότερο µειονέκτηµα της παραστάσεως σταθερής υποδιαστολής είναι ότι το 
διάστηµα των αριθµών που µπορούν να παρασταθούν δεν είναι πολύ µεγάλο. 

6.2. Παράσταση κινητής υποδιαστολής 

Συνήθως στους υπολογιστές χρησιµοποιείται η παράσταση κινητής υποδιαστολής (floating 
point representation). 

Στην παράσταση κινητής υποδιαστολής ο δυαδικός αριθµός Ν που θέλουµε να 
παραστήσουµε εκφράζεται σε εκθετική µορφή (exponential representation), σαν ένα 
γινόµενο, δηλαδή, ενός κλασµατικού αριθµού και µιας δύναµης του 2. 

 

Ο αριθµός 101,011(2) σε εκθετική µορφή µπορεί να γραφτεί µε διάφορες µορφές: 

0,101011 · 23   σ = 0,101011,  ε = 3(10) = 11(2) 

1,01011 ⋅ 22    σ = 1,01011,  ε = 2(10) = 10(2) 

10,1011 ⋅ 21    σ = 10,1011,  ε = 1(10) = 1(2) 

Ν = σ · 2ε

Συντελεστής (mantissa). 
Έχει το ίδιο πρόσηµο µε 

τον αριθµό Ν. 

Εκθέτης 
(exponent). 
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Το ίδιο συµβαίνει και στο δεκαδικό σύστηµα: κάθε αριθµός µπορεί να γραφτεί µε πολλές 
εκθετικές µορφές. Το 1023 π.χ. µπορεί να γραφτεί σαν 1,023 · 103, σαν 10,23 · 102, σαν 
0,001023 · 106 κλπ. 

Βλέπουµε, λοιπόν, ότι υπάρχουν πολλές εναλλακτικές παραστάσεις ενός αριθµού σε 
εκθετική µορφή. Στους υπολογιστές έχει επιλεγεί µία από τις παραστάσεις αυτές, η οποία 
έχει την ιδιότητα ½ ≤ σ < 1 και ονοµάζεται κανονική µορφή (normal form). 

Όταν ο συντελεστής είναι µεταξύ ½ και 1, έχει δύο χαρακτηριστικά: 

♦ Το ακέραιο µέρος του είναι πάντα 0. Έτσι δε χρειάζεται να το αποθηκεύουµε, γιατί η 
τιµή του είναι γνωστή και δεδοµένη. 

♦ Το πρώτο του κλασµατικό ψηφίο είναι πάντα 1. Αυτό συµβαίνει, γιατί, οι 
κλασµατικοί αριθµοί που είναι µεγαλύτεροι από ½ (=2-1), στο δυαδικό σύστηµα 
περιέχουν πάντα τον προσθετέο 2-1. 

Από όλες τις εκθετικές µορφές του αριθµού 101,011(2) που είδαµε πιο πριν, η κανονική 
µορφή είναι η 0,101011 ⋅ 23.  

Η κανονική µορφή του αριθµού 0,000100(2) είναι η 0,100 · 2-3. Εδώ ο εκθέτης πρέπει να 
είναι αρνητικός, για να ικανοποιεί ο συντελεστής τη συνθήκη ½ ≤ σ < 1. 

Αν, λοιπόν, όλοι οι αριθµοί είναι εκφρασµένοι στην κανονική εκθετική µορφή, µπορούµε να 
τους κωδικοποιήσουµε αφιερώνοντας n1 δυαδικά ψηφία στον εκθέτη και n2 δυαδικά ψηφία 
στο συντελεστή, κρατώντας και ένα ψηφίο που θα κωδικοποιεί το πρόσηµο του αριθµού, 
όπως βλέπουµε στο σχήµα. 

 

Το κλασµατικό µέρος του συντελεστή παριστάνεται σαν ένας δυαδικός αριθµός µε n1 ψηφία. 
Εάν ο συντελεστής έχει λιγότερα από n1 ψηφία, προσθέτουµε µηδενικά στο τέλος, ενώ αν 
έχει περισσότερα από n1 ψηφία, τότε τον στρογγυλοποιούµε. Στη στρογγυλοποίηση 
(rounding), αγνοούµε τα ψηφία που περισσεύουν, αλλά, εάν το πρώτο ψηφίο που περισσεύει 
είναι 1, τότε προσθέτουµε 1 στο λιγότερο σηµαντικό ψηφίο του συντελεστή. Ο εκθέτης 
παριστάνεται και αυτός σαν ένας δυαδικός αριθµός µε n2 ψηφία. 

Το πιο σηµαντικό από τα ψηφία της λέξης, που παίζει το ρόλο του πρόσηµου: έχει την 
τιµή 0, αν ο αριθµός είναι θετικός και την τιµή 1 αν είναι αρνητικός. Αυτό είναι το πρόσηµο 
του αριθµού· ο εκθέτης, όπως είδαµε, µπορεί να είναι αρνητικός, οπότε έχει το δικό του 
πρόσηµο. 

Οι πράξεις µε πραγµατικούς αριθµούς κινητής υποδιαστολής είναι πιο πολύπλοκες από ό,τι 
µε τους ακεραίους. 

Για να προσθέσουµε δύο πραγµατικούς αριθµούς κινητής υποδιαστολής, πρέπει πρώτα να 
τους µετατρέψουµε ώστε να έχουν τον ίδιο εκθέτη. Αν ο ένας αριθµός έχει εκθέτη ε1 και ο 
άλλος ε2, και ισχύει ε1 < ε2, τότε αυξάνουµε τον ε1 κατά ε2-ε1 και «ολισθαίνουµε» το 

εκθέτης συντελεστής πρόσηµο 
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συντελεστή του αριθµού αυτού προς τα δεξιά κατά ε2-ε1 ψηφία. Κατά την ολίσθηση αυτή, τα 
δεξιότερα ψηφία του αριθµού χάνονται, έτσι ο αριθµός µπορεί να µεταβληθεί. Το τελικό 
αποτέλεσµα λοιπόν µπορεί να µην είναι ακριβές. 

Στη συνέχεια προσθέτουµε τους συντελεστές των αριθµών και γράφουµε ξανά το 
αποτέλεσµα στην κανονική µορφή στρογγυλοποιώντας το συντελεστή. Σε όλες τις 
µετατροπές, όµως, το πλήθος των ψηφίων του συντελεστή παραµένει σταθερό. 

Στην παράσταση κινητής υποδιαστολής µε 8 ψηφία για το συντελεστή και 4 
ψηφία για τον εκθέτη, ο αριθµός x = 16,125(10) παριστάνεται ως  

 0,10000001 · 25 

και ο αριθµός y = 4,3125(10) παριστάνεται ως  

 0,1000101 · 23. 

Πρώτα µετατρέπουµε τον αριθµό µε το µικρότερο εκθέτη, που είναι ο y. 
Αυξάνουµε τον εκθέτη του κατά 2 και ολισθαίνουµε το συντελεστή του προς 
τα δεξιά κατά 2 ψηφία. 

Στη συνέχεια προσθέτουµε τους δύο συντελεστές. Το άθροισµα δε χρειάζεται 
κανονικοποίηση, άρα είναι και το τελικό αποτέλεσµα. Η τιµή του είναι  

   0,10100.011 · 25,  

δηλαδή 20,375. Το σωστό αποτέλεσµα της πρόσθεσης όµως είναι 20,4375. Το σφάλµα 
οφείλεται στη µετατροπή του y ώστε να έχει τον ίδιο εκθέτη µε το x. 

Οι πράξεις του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης µε πραγµατικούς αριθµούς κινητής 
υποδιαστολής είναι πιο εύκολες. 

Για να πολλαπλασιάσουµε δύο αριθµούς, προσθέτουµε 
τους εκθέτες τους και πολλαπλασιάζουµε τους συντελεστές. 
Μετά φέρνουµε πάλι το αποτέλεσµα στην κανονική µορφή. 
Για να διαιρέσουµε δύο αριθµούς, αφαιρούµε τους εκθέτες και διαιρούµε τους συντελεστές. 

Όπως είδαµε και στο προηγούµενο παράδειγµα, πολλές φορές η µετατροπή ή η 
στρογγυλοποίηση που κάνουµε στους αριθµούς κατά την εκτέλεση των πράξεων επιφέρει 
ένα µικρό σφάλµα στο αποτέλεσµα. Μετά από µία µεγάλη σειρά πράξεων, λοιπόν, τα 
σφάλµατα αυτά «συσσωρεύονται», οπότε τα αποτελέσµατα µπορεί να µην είναι 
ικανοποιητικά. 

6.2.1. Ακρίβεια αριθµών σε παράσταση κινητής υποδιαστολής 

Το πλήθος n1 των ψηφίων που χρησιµοποιούνται για τον συντελεστή καθορίζουν την 
ακρίβεια παραστάσεως των αριθµών και το πλήθος n2 των ψηφίων που χρησιµοποιούνται 
για τον εκθέτη καθορίζουν το διάστηµα των αριθµών που µπορούµε να παραστήσουµε.  

Συγκεκριµένα, η ακρίβεια της παράστασης εξαρτάται από το πλήθος των διαφορετικών 
αριθµών που µπορούν να αναπαρασταθούν σε κανονική µορφή µε τον ίδιο εκθέτη ε. Το 
πλήθος των διαφορετικών αριθµών που έχουν τον ίδιο εκθέτη ε εξαρτάται από το πλήθος n1 
των ψηφίων του συντελεστή. 

(σ1⋅2ε1) ⋅ (σ2⋅2ε2) = (σ1⋅σ2) ⋅ 2ε1+ε2

(σ1⋅2ε1) / (σ2⋅2ε2) = (σ1/σ2) ⋅ 2ε1-ε2

y = 0001000100101 

x = 0100000010101
y = 0100010100011 

x+y = 0101000110101 
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Όταν, λοιπόν, χρησιµοποιούµε για την αναπαράσταση ενός πραγµατικού αριθµού τον πιο 

κοντινό σε τιµή κανονικοποιηµένο δυαδικό 0,1ddddd×2ε, το απόλυτο σφάλµα λόγω 

στρογγυλοποίησης µπορεί να είναι το πολύ 0,0000001×2ε=2-n1-1×2ε. Όλοι οι αριθµοί της 

µορφής 0,1ddddd×2ε, που έχουν τον ίδιο εκθέτη ε, έχουν το ίδιο απόλυτο σφάλµα ακρίβειας, 

που είναι το πολύ 2-n1-1×2ε.  

Οι αριθµοί αυτοί κυµαίνονται µεταξύ 2ε-1 και 2ε. Είναι φανερό ότι αν διαθέτουµε n1 ψηφία 
συντελεστή, η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών αριθµών µεγαλώνει όσο µεγαλώνει ο 
εκθέτης ε. Εποµένως, µε την παράσταση κινητής υποδιαστολής, η ακρίβεια είναι µεγάλη για 
µικρούς αριθµούς (µικρές τιµές του ε), ενώ µικραίνει όσο µεγαλώνουν οι αριθµοί (µεγάλες 
τιµές του ε). Πάντα, όµως, είναι σταθερή (απόλυτη ακρίβεια) για τους 2n1-1 διαφορετικούς 
αριθµούς που ανήκουν στην περιοχή µεταξύ 2ε-1 και 2ε.  

Τέλος, το πλήθος n2 των ψηφίων του εκθέτη προσδιορίζει τον µέγιστο και ελάχιστο εκθέτη ε, 
άρα το εύρος των αριθµών που µπορούν να παρασταθούν µε τη συγκεκριµένη µορφή 
παράστασης κινητής υποδιαστολής. 

Οι έννοιες αυτές δίδονται παραστατικά στο επόµενο σχήµα, στο οποίο έχουµε 
αναπαραστήσει σε µία ευθεία γραµµή τους θετικούς πραγµατικούς αριθµούς που µπορούν 
να αναπαρασταθούν αν αφιερώνονται 2 bits για τον εκθέτη και 4 bits για το συντελεστή. 

 

 

Έστω ότι έχουµε n1=4 bits για το συντελεστή. 

Ο δεκαδικός αριθµός 0,0625 γράφεται 0,0001<2> = 0,1000×2-3. 

Ο αµέσως µεγαλύτερος αριθµός που µπορεί να παρασταθεί µε 4 bits συντελεστή είναι ο 
0,1001×2-3 = 0,0703125. Αν θέλουµε να αναπαραστήσουµε κάποιο πραγµατικό αριθµό 
µεταξύ των 0,0625 και 0,0703125, τότε, λόγω έλλειψης αρκετής ακρίβειας, ο πραγµατικός 
αριθµός θα στρογγυλοποιηθεί στον πλησιέστερο εκ των δύο. Το σύνολο των 
διαφορετικών αριθµών που µπορούµε να αναπαραστήσουµε στην περιοχή [2-4, 2-3) είναι 
2n1-1=8. Το µέγιστο σφάλµα λόγω στρογγυλοποίησης είναι 2-n1-1×2ε = 2-8 = 0,00390625. 

Όµοια, το σύνολο των διαφορετικών αριθµών που µπορούµε να αναπαραστήσουµε στην 
περιοχή [22, 23) είναι 2n1-1=8. Ο δεκαδικός αριθµός 4 γράφεται 0,1000×23 και ο αµέσως 
επόµενος αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί µε 4 bits είναι ο 0,1001×23=4,5. 

Ο 4,2 γράφεται: 0,100000110011001…23=0,100023, όµοια µε τον 4 (σφάλµα λόγω 
έλλειψης αρκετής ακρίβειας). Στην περιοχή, λοιπόν, [22, 23) η ακρίβεια είναι διαφορετική 

n1 bits 

n1+1 bits 

n1 bits 

0 2-3 2-2 2-1 20 21
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και το µέγιστο σφάλµα λόγω στρογγυλοποίησης είναι πλέον 2-n1-1×2ε = 0,25, πολύ 
µεγαλύτερο από πριν. 

 

6.2.2. Παράσταση κινητής υποδιαστολής σύµφωνα µε το πρότυπο ΙΕΕΕ 754 

Η µορφή που παρουσιάσαµε παραπάνω για την παράσταση των αριθµών κινητής 
υποδιαστολής στον ΕΚΥ είναι αρκετά απλή και καλή για εκπαιδευτικούς σκοπούς. Η 
απλότητα αυτή, όµως, δεν την καθιστά κατάλληλη για χρήση σε πραγµατικούς υπολογιστές.  

Για παράδειγµα, σύµφωνα µε όσα είπαµε παραπάνω, το πρώτο bit της παράστασης του 
συντελεστή πρέπει πάντα να ισούται µε 1. Αυτό σηµαίνει ότι το συγκεκριµένο bit ουσιαστικά 
δεν παρέχει καµία απολύτως πληροφορία, ή ότι 1 bit της λέξης του υπολογιστή παραµένει 
αναξιοποίητο.  

Επίσης, ο αριθµός 0, αφού η δυαδική αναπαράστασή του δεν περιέχει κανένα 1, δεν είναι 
δυνατόν να µετατραπεί σε κανονική µορφή, ούτε να παρασταθεί σύµφωνα µε το πρότυπο 
κινητής υποδιαστολής που παρουσιάσαµε προηγουµένως. 

Στη συνέχεια, ως παράδειγµα πραγµατικών αναπαραστάσεων κινητής υποδιαστολής, θα 
δούµε το πρότυπο ΙΕΕΕ 754, το οποίο έχει χρησιµοποιηθεί ευρέως σε πραγµατικούς 
υπολογιστές. Το πρότυπο αυτό καθορίζει δύο βασικές µορφές κινητής υποδιαστολής: απλής 
και διπλής ακρίβειας. 

 

6.2.2.1. Αναπαράσταση απλής ακρίβειας 

Η αναπαράσταση ενός αριθµού, σύµφωνα µε τη µορφή απλής ακρίβειας του προτύπου 
ΙΕΕΕ, αποτελείται από τρία πεδία: το συντελεστή f (23 bits), τον πολωµένο εκθέτη e (8 bits) 
και το πρόσηµο s (1 bit). Τα πεδία αυτά αποθηκεύονται συνεχόµενα σε µία λέξη 32 bits του 
υπολογιστή, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Τα bits 0-22 περιέχουν το συντελεστή f. 
Το bit 0 είναι το λιγότερο σηµαντικό, ενώ το bit 22 είναι το πιο σηµαντικό bit του συντελεστή. 
Τα bits 23-30 περιέχουν τον πολωµένο εκθέτη. Το bit 23 είναι το λιγότερο σηµαντικό, ενώ το 
bit 30 είναι το πιο σηµαντικό bit του πολωµένου εκθέτη. Το bit 31 αναπαριστά το πρόσηµο 
του αριθµού. 

 

 

 

 

 

Ο παρακάτω πίνακας δείχνει την αντιστοιχία µεταξύ των τιµών των τριών πεδίων s, e, f, και 
της τιµής του πραγµατικού αριθµού που αναπαρίσταται. Το σύµβολο u σηµαίνει «αδιάφορο», 
δηλαδή η τιµή του συγκεκριµένου πεδίου δεν επηρεάζει τον υπολογισµό της τιµής του 
αντίστοιχου πραγµατικού αριθµού. 

31 30 23 22 0 

s e [30:23] f [22:0] 
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Αναπαράσταση απλής ακρίβειας Τιµή πραγµατικού αριθµού 

0 < e < 255 (-1)s × 2e-127 × 1,f (κανονικοί αριθµοί) 

e = 0, f ≠ 0 
(τουλάχιστον ένα bit του f είναι µη µηδενικό) 

(-1)s × 2-126 × 0,f (υπο-κανονικοί αριθµοί) 

e = 0, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

(-1)s × 0,0 (προσηµασµένο µηδέν) 

s = 0, e = 255, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

+INF (συν άπειρο) 

s = 1, e = 255, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

-INF (µείον άπειρο) 

s = u, e = 255, f ≠ 0 
(τουλάχιστον ένα bit του f είναι µη µηδενικό) 

NaN (Not a Number) 

 

 

Παρατηρούµε ότι, όταν e < 255, η τιµή του αντίστοιχου πραγµατικού αριθµού υπολογίζεται 
τοποθετώντας την υποδιαστολή αµέσως πριν το πιο σηµαντικό bit του συντελεστή και ένα bit 
(0 ή 1) πριν την υποδιαστολή. Το bit αυτό, που τοποθετούµε µπροστά από την υποδιαστολή, 
ονοµάζεται «έµµεσο» bit, επειδή η τιµή του δεν δίδεται απευθείας από την αναπαράσταση 
του συντελεστή σε δυαδική µορφή, αλλά υπονοείται από την τιµή του πολωµένου εκθέτη. 

Η διαφορά µεταξύ κανονικών και υπο-κανονικών αριθµών έγκειται στο ότι για τους µεν 
κανονικούς αριθµούς η τιµή του bit που τοποθετείται πριν την υποδιαστολή είναι το 1, ενώ 
για τους δε υπο-κανονικούς τοποθετείται το 0.  

Εποµένως, το δεκαδικό τµήµα των 23 bits, σε συνδυασµό µε το έµµεσο πιο σηµαντικό bit, 
παρέχει ακρίβεια 24 bits στους κανονικούς αριθµούς απλής ακρίβειας. 

 

 

 

 

 

 

 

Στον παρακάτω πίνακα δίδουµε παραδείγµατα αναπαραστάσεων σε µορφή απλής 
ακρίβειας. Ο µέγιστος θετικός κανονικός αριθµός είναι ο µέγιστος πεπερασµένος αριθµός 
που µπορεί να αναπαρασταθεί σε µορφή απλής ακρίβειας κατά το πρότυπο της ΙΕΕΕ.  
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Ονοµασία ∆υαδική αναπαράσταση 

(σε δεκαεξαδικό) 

∆εκαδική τιµή 

+0 00000000 0,0 

-0 80000000 -0,0 

1 3f800000 1,0 

2 40000000 2,0 

µέγιστος κανονικός αριθµός 7f7fffff 3,40282347e+38 

ελάχιστος θετικός κανονικός 
αριθµός 

00800000 1,17549435e-38 

µέγιστος υπο-κανονικός 
αριθµός 

007fffff 1,17549421e-38 

ελάχιστος θετικός υπο-
κανονικός αριθµός 

00000001 1,40129846e-45 

+∞ 7f800000 άπειρο 

-∞ ff800000 µείον άπειρο 

Not-a-Number 7fc00000 NaN 

 

Ο Not-a-Number µπορεί να αναπαρασταθεί µε οποιαδήποτε µορφή δίνει εκθέτη e=255 και 
συντελεστή f≠0. Η δυαδική αναπαράσταση του προηγούµενου πίνακα είναι απλώς µία από 
τις πολλές που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την αναπαράσταση του NaΝ. 

6.2.2.2. Αναπαράσταση διπλής ακρίβειας 

Η αναπαράσταση ενός αριθµού, σύµφωνα µε τη µορφή διπλής ακρίβειας του προτύπου 
ΙΕΕΕ, αποτελείται από τρία πεδία: το συντελεστή f (52 bits), τον πολωµένο εκθέτη e (11 bits) 
και το πρόσηµο s (1 bit). Τα πεδία αυτά αποθηκεύονται συνεχόµενα σε δύο λέξεις 32 bits του 
υπολογιστή, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Τα bits 0-51 περιέχουν το συντελεστή f. 
Το bit 0 είναι το λιγότερο σηµαντικό, ενώ το bit 51 είναι το πιο σηµαντικό bit του συντελεστή. 
Τα bits 52-62 περιέχουν τον πολωµένο εκθέτη. Το bit 52 είναι το λιγότερο σηµαντικό, ενώ το 
bit 62 είναι το πιο σηµαντικό bit του πολωµένου εκθέτη. Το bit 63 αναπαριστά το πρόσηµο 
του αριθµού. 

Στην αρχιτεκτονική του SPARC, η λέξη 32 bits µε τη µεγαλύτερη διεύθυνση περιέχει τα 32 
λιγότερο σηµαντικά bits της δυαδικής αναπαράστασης, ενώ στην αρχιτεκτονική των Intel και 
PowerPC, η λέξη 32 bits µε τη µικρότερη διεύθυνση περιέχει τα 32 λιγότερο σηµαντικά bits 
της δυαδικής αναπαράστασης. 
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Ο παρακάτω πίνακας δείχνει την αντιστοιχία µεταξύ των τιµών των τριών πεδίων s, e, f, και 
της τιµής του πραγµατικού αριθµού που αναπαρίσταται. Το σύµβολο u σηµαίνει «αδιάφορο», 
δηλαδή η τιµή του συγκεκριµένου πεδίου δεν επηρεάζει τον υπολογισµό της τιµής του 
αντίστοιχου πραγµατικού αριθµού. 

 

Αναπαράσταση απλής ακρίβειας Τιµή πραγµατικού αριθµού 

0 < e < 2047 (-1)s × 2e-1023 × 1,f (κανονικοί αριθµοί) 

e = 0, f ≠ 0 
(τουλάχιστον ένα bit του f είναι µη µηδενικό) 

(-1)s × 2-1023 × 0,f (υπο-κανονικοί αριθµοί) 

e = 0, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

(-1)s × 0,0 (προσηµασµένο µηδέν) 

s = 0, e = 2047, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

+INF (συν άπειρο) 

s = 1, e = 2047, f = 0 
(όλα τα bits του f είναι µηδενικά) 

-INF (µείον άπειρο) 

s = u, e = 2047, f ≠ 0 
(τουλάχιστον ένα bit του f είναι µη µηδενικό) 

NaN (Not a Number) 

 

Παρατηρούµε ότι, όταν e < 2047, η τιµή του αντίστοιχου πραγµατικού αριθµού υπολογίζεται 
τοποθετώντας την υποδιαστολή αµέσως πριν το πιο σηµαντικό bit του συντελεστή και ένα bit 
(0 ή 1) πριν την υποδιαστολή. Το bit αυτό, που τοποθετούµε µπροστά από την υποδιαστολή, 
ονοµάζεται «έµµεσο» bit, επειδή η τιµή του δεν δίδεται απευθείας από την αναπαράσταση 
του συντελεστή σε δυαδική µορφή, αλλά υπονοείται από την τιµή του πολωµένου εκθέτη. 

Η διαφορά µεταξύ κανονικών και υπο-κανονικών αριθµών έγκειται στο ότι για τους µεν 
κανονικούς αριθµούς η τιµή του bit, που τοποθετείται πριν την υποδιαστολή, είναι το 1, ενώ 
για τους δε υπο-κανονικούς τοποθετείται το 0.  

Εποµένως, το δεκαδικό τµήµα των 52 bits, σε συνδυασµό µε το έµµεσο πιο σηµαντικό bit, 
παρέχει ακρίβεια 53 bits στους κανονικούς αριθµούς διπλής ακρίβειας. 

Στον παρακάτω πίνακα δίδουµε παραδείγµατα αναπαραστάσεων σε µορφή διπλής 
ακρίβειας. Οι δυαδικές αναπαραστάσεις της δεύτερης στήλης δίδονται σαν δύο οκταψήφιοι 
δεκαεξαδικοί αριθµοί. Στην αρχιτεκτονική του SPARC, ο αριστερός αποτελεί την τιµή της 
λέξης µε τη µικρότερη διεύθυνση, ενώ στην αρχιτεκτονική των Intel και PowerPC, αποτελεί 

63 62 52 51 32 

s e [62:52] f [51:32] 

31 0 

f [31:0] 
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την τιµή της λέξης µε τη µεγαλύτερη διεύθυνση. Ο µέγιστος θετικός κανονικός αριθµός είναι ο 
µέγιστος πεπερασµένος αριθµός που µπορεί να αναπαρασταθεί σε µορφή διπλής ακρίβειας 
κατά το πρότυπο της ΙΕΕΕ.  

 

Ονοµασία ∆υαδική αναπαράσταση 

(σε δεκαεξαδικό) 

∆εκαδική τιµή 

+0 00000000 00000000 0,0 

-0 80000000 00000000 -0,0 

1 3f800000 00000000 1,0 

2 40000000 00000000 2,0 

µέγιστος κανονικός αριθµός 7f7fffff ffffffff 1,7976931348623157e+308 

ελάχιστος θετικός κανονικός 
αριθµός 

00100000 00000000 2,2250738585072014e-308 

µέγιστος υπο-κανονικός 
αριθµός 

000fffff ffffffff 2,2250738585072009e-308 

ελάχιστος θετικός υπο-
κανονικός αριθµός 

00000000 00000001 4,9406564584124654e-324 

+∞ 7ff00000 00000000 άπειρο 

-∞ fff00000 00000000 µείον άπειρο 

Not-a-Number 7ff80000 00000000 NaN 

 

Ο Not-a-Number µπορεί να αναπαρασταθεί µε οποιαδήποτε µορφή δίνει εκθέτη e=2047και 
συντελεστή f≠0. Η δυαδική αναπαράσταση του προηγούµενου πίνακα είναι απλώς µία από 
τις πολλές που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την αναπαράσταση του NaΝ. 
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7. Ασκήσεις 

7.1. Να µετατραπούν οι δεκαδικοί αριθµοί 167,32 και 93,01 σε δεκαεξαδικούς.  

 

Για κάθε αριθµό µετατρέπουµε ξεχωριστά το ακέραιο και το κλασµατικό τµήµα στις 
αντίστοιχες δεκαεξαδικές παραστάσεις τους: 

 

♦ Η µετατροπή του ακέραιου µέρους από δεκαδικό σε δεκαεξαδικό γίνεται µε 
διαδοχικές διαιρέσεις του ακεραίου µε το 16. Τα διαδοχικά υπόλοιπα των 
διαιρέσεων δίνουν τα δεκαεξαδικά ψηφία του αριθµού (µε αύξουσα σειρά τάξης 
µεγέθους), ενώ τα πηλίκα που προκύπτουν αποτελούν τους διαιρετέους των 
επόµενων διαιρέσεων. Η διαδικασία τελειώνει όταν το πηλίκο είναι < 16. 

♦ Η µετατροπή του κλασµατικού µέρους από δεκαδικό σε δεκαεξαδικό γίνεται µε 
διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε το 16. Τα διαδοχικά ακέραια µέρη που 
προκύπτουν από τους πολ/σµούς δίνουν (µε φθίνουσα τάξη µεγέθους) τα 
δεκαεξικά ψηφία, όπως φαίνεται στη συνέχεια: 

 

167,32 = 167 + 0,32 

 

     

      0,32 × 16 = 5,12 

      0,12 × 16 = 1,92 

      0,92 × 16 = 14,72      Ε 

      0,72 × 16 = 11,52      Β 

      0,52 × 16 = 8,32 

      0,32 × 16 = 5,12 (επαναλαµβάνονται στο  
         εξής τα ίδια ψηφία) 

 

 167 → Α7    0,32 → 0, 51ΕΑ8 

 

Άρα:   167,32<10> = Α7,51ΕΒ8<16> 

 

167 

    7 

16 

10  <  16 

Α 
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93,01 = 93 + 0,01 

 

      0,01 × 16 = 0,16 

      0,16 × 16 = 2,56 

      0,56 × 16 = 8,96 

      0,96 × 16 = 15,36      F 

      0,36 × 16 = 5,76 

      0,76 × 16 = 12,16      C 

      0,16 × 16 = 2,56 (επαναλαµβάνονται τα ίδια  

         ψηφία) 

 

 93 → 5D    0,01 → 0,028F5C 

 

Άρα:   93,01<10> = 5D,028F5C<16> 

7.2. Να µετατραπούν οι δεκαδικοί αριθµοί Α = -32,  Β = 64 σε δυαδικούς για 
υπολογιστή που έχει λέξη των 8 ψηφίων και χρησιµοποιεί  

α)παράσταση συµπληρώµατος ως προς ένα. 

β) παράσταση συµπληρώµατος ως προς δύο. 

Να υπολογισθούν οι αριθµοί Α+Β, Α-Β, Β-Α για κάθε µία από τις παραπάνω 
περιπτώσεις. 

 

Για την µετατροπή της απόλυτης τιµής των δεκαδικών αριθµών σε δυαδικούς ακολουθούµε 
την ίδια διαδικασία µε την άσκηση 1, µε τη διαφορά ότι στην περίπτωσή µας διαιρούµε (αφού 
οι αριθµοί Α και Β είναι ακέραιοι) µε το 2 (και όχι µε το 16) 

|Α| = 32      Β = 64 

 

 

 

 

 

 

 

 

D 

  93 

  13 

16 

 5  <  16 

  32 

    0 

2 

  16 

    0 

2 

    8 

    0 

2 

    4 

    0 

2 

    2 

    0 

2 

    1 

  64 

    0 

2 

  32 

    0 

2 

   16

    0 

2 

    8 

    0 

2 

    4 

    0 

2 

    1 

    2 

    0 

2 
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Άρα:  32<10> = 100000<2>= 0100000<2>  και  64<10> = 1000000<2> 

 

α) Για το σχηµατισµό της παράστασης συµπληρώµατος ως προς ένα, όταν πρόκειται για 
αρνητικό αριθµό, αντιστρέφουµε όλα τα ψηφία του. Οι θετικοί αριθµοί παραµένουν 
αµετάβλητοι: (το πρώτο ψηφίο υποδηλώνει το πρόσηµο του αριθµού) 

 

Εποµένως Α = -32<10> = 11011111<2> 

 -Α= 32<10> = 00100000<2> 

και  

 Β = 64<10> = 01000000<2> 

 -Β = -64<10> = 10111111<2> 

Α + Β :   11011111 

   01000000 

       1     00011111 

        υπερχείλιση : 00011111 + 1 = 00100000 

Άρα:   Α + Β = 00100000<2> 

 

Α - Β = Α + (-Β) :   11011111 

     10111111 

         1     10011110 

          υπερχείλιση : 10011110 + 1 = 10011111 

Άρα:   Α - Β = 10011111<2> 

 

Β - Α = Β + (-Α) :   01000000 

     00100000 

      01100000 

Άρα:   Β - Α = 01100000<2> 

 

β) Για το σχηµατισµό της παράστασης συµπληρώµατος ως προς δύο, στους αρνητικούς 
αριθµούς προσθέτουµε 1 στην παράσταση του συµπληρώµατος ως προς ένα. 

 

Εποµένως Α = -32<10> = 11100000<2> 

 -Α= 32<10> = 00100000<2> 

+ 

+ 

+ 
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και  

 Β = 64<10> = 01000000<2> 

 -Β = -64<10> = 11000000<2> 

 

Α + Β :     11100000 

     01000000 

         1     00100000 

          υπερχείλιση : αγνοείται 

Άρα:   Α + Β = 00100000<2> 

 

Α - Β = Α + (-Β) :   11100000 

     11000000 

         1     10100000 

          υπερχείλιση : αγνοείται 

Άρα:   Α - Β = 10100000<2> 

 

Β - Α = Β + (-Α) :   01000000 

     00100000 

      01100000 

Άρα:   Β - Α = 01100001<2> 

7.3. α) Να παρασταθούν στο δυαδικό σύστηµα οι κλασµατικοί αριθµοί: 0,1, 0,2, 0,3, 
0,4, … 0,9. Τι παρατηρείτε; 

β) Σε Η/Υ που διαθέτει λέξη µε 3 κλασµατικά δυαδικά ψηφία να παρασταθούν οι 
παραπάνω αριθµοί. 

 

α) Η µετατροπή των κλασµατικών αριθµών από δεκαδικοί σε δυαδικοί γίνεται µε διαδοχικούς 
πολλαπλασιασµούς µε το 2, όπως περιγράφτηκε στην άσκηση 1. 

 

0,1  0,1 × 2 = 0,2 

  0,2 × 2 = 0,4 

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

+ 

+ 

+ 
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  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,1<10> = 0,00011<2> 

 

0,2  0,2 × 2 = 0,4 

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,2<10> = 0,0011<2> 

 

0,3  0,3 × 2 = 0,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4  

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2  (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,3<10> = 0,01001<2> 

 

0,4  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4  

  0,4 × 2 = 0,8 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 
 

Άρα:   0,4<10> = 0,0110<2> 

 

0,5   0,5 × 2 = 1,0 

 

Άρα:   0,5<10> = 0,1<2> 
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0,6   0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4  

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,6<10> = 0,1001<2> 

 

0,7   0,7 × 2 = 1,4 

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4 

  0,4 × 2 = 0,8 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,7<10> = 0,10110<2> 

 

0,8   0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4  

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 

 

Άρα:   0,8<10> = 0,1100<2> 

 

0,9   0,9 × 2 = 1,8 

  0,8 × 2 = 1,6 

  0,6 × 2 = 1,2 

  0,2 × 2 = 0,4  

  0,4 × 2 = 0,8 

  0,8 × 2 = 1,6 (επαναλαµβάνονται στο εξής τα ίδια ψηφία) 
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Άρα:   0,9<10> = 0,11100<2> 

 

Συνοψίζοντας έχουµε: 

 0,1<10> = 0,0001100110011…<2> 

 0,2<10> = 0,001100110011…<2> 

 0,4<10> = 0,011001100110…<2> 

 0,8<10> = 0,110011001100…<2> 

Παρατηρούµε ότι ο πολ/µος µε το 2 ισοδυναµεί µε αριστερή ολίσθηση της δυαδικής 
παράστασης του αριθµού κατά 1 θέση. 

 

 0,3<10> = 0,0100110011001…<2> 

 0,6<10> = 0,100110011001…<2> 

Προκύπτει το ίδιο συµπέρασµα, όπως παραπάνω. Επιπλέον, οι δυαδική παράσταση του 0,3 
µπορεί να υπολογιστεί µε πρόσθεση των δυαδικών 0,1 + 0,2 

 

 0,5<10> = 0,1<2> 

 0,7<10> = 0,1011001100110…<2> = 0,5 + 0,2 

 0,9<10> = 0,1110011001100…<2> = 0,5 + 0,4 

 

β) Με στρογγυλοποίηση προκύπτει: 

  0,1<10> = 0,0001…<2> = 0,001<2> 

 0,2<10> = 0,0011…<2> = 0,010<2> 

 0,3<10> = 0,0100…<2> = 0,010<2> 

 0,4<10> = 0,0110…<2> = 0,011<2> 

 0,5<10> = 0,1<2> = 0,100<2> 

 0,6<10> = 0,1001…<2> = 0,101<2> 

 0,7<10> = 0,1011…<2> = 0,110<2> 

 0,8<10> = 0,1100…<2> = 0,110<2> 

 0,9<10> = 0,1110…<2> = 0,111<2> 

Οπότε, κάποιοι από τους δυαδικούς αριθµούς συµπίπτουν. 

7.4. Στην µνήµη ενός Η/Υ µε λέξη των 16 ψηφίων (1 bit: πρόσηµο, 6 bits: εκθετικό 
µέρος και 9 bits: συντελεστής) είναι τοποθετηµένοι σε κανονική µορφή οι αριθµοί: 
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i) 1   111111   010100000 

ii) 0   000111   100100000 

Να αναγνωρισθούν. 

 

Εφόσον το εκθετικό µέρος παριστάνεται µε 6 ψηφία, υπάρχουν 26 = 64 διαφορετικοί εκθέτες 
που παριστάνονται ως εξής: 

∆υαδική παράσταση  Εκθέτης 

 000000 →   -32 

 000001 →   -31 

 …  → … 

 011111 →   -1 

 100000 →   0 

 100001 →   1 

 …  → … 

 111111 →   31 

 

i) Βρίσκουµε το συµπλήρωµα ως προς ένα ολόκληρου του αριθµού (αφού πρόκειται για 
αρνητικό αριθµό): 

  1   111111   010100000 

 → 0   000000   101011111 

 

 Υπολογίζουµε ξεχωριστά εκθέτη και κλασµατικό µέρος: 

Εκθέτης:  000000 = -32 

Κλασµ. µέρος:  101011111 = 2-1 +2-3 + 2-5 + 2-6 + 2-7 + 2-8 + 2-9 ≈ 0,6855 

 

Εποµένως πρόκειται για τον αριθµό – 2-32 · 0,6855 

 

ii) ∆ε χρειάζεται να βρούµε το συµπλήρωµα ως προς ένα (ο αριθµός είναι θετικός): 

  0   000111   100100000 

 

 Υπολογίζουµε ξεχωριστά εκθέτη και κλασµατικό µέρος: 

Εκθέτης:  000111 = -25 

Κλασµ. µέρος:  100100000= 2-1 +2-4 ≈ 0,5625 
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Εποµένως πρόκειται για τον αριθµό – 2-25 · 0,5625 

7.5. Για τον Η/Υ της άσκησης 7.4 να προσδιορισθούν : 

α)  Ο µεγαλύτερος και ο µικρότερος αριθµός που µπορεί να παρασταθεί. 

β)  Η ακρίβεια. 

 

α) Ο µεγαλύτερος αριθµός που µπορεί να παρασταθεί είναι 

    + 2+31 · (1-2-9)  :  0   111111   111111111 

     Ο µικρότερος αριθµός που µπορεί να παρασταθεί είναι  

    - 2+31 · (1-2-9)  : 1   000000   000000000 

 

β) Στους µεγάλους αριθµούς η ακρίβεια είναι µικρή, η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών 
αριθµών είναι:  

+ 2+31 · [(2-1 + 2-2 + 2-3 + 2-4 + 2-5 + 2-6 +2-7 + 2-8 + 2-9) –  

  – (2-1 + 2-2 + 2-3 + 2-4 + 2-5 + 2-6 +2-7 + 2-8)] = + 2+31 · 2-9 = 2+22 :  

(0   111111   111111111) – (0   111111   111111110) = 0   111111   000000001 

Το αντίστοιχο µέγιστο απόλυτο σφάλµα λόγω στρογγυλοποίησης στην περιοχή αυτή είναι: 
2+22 / 2 = 2+21. 

 

Την καλύτερη ακρίβεια την έχουµε στους αριθµούς που βρίσκονται κοντά στο 0 (αρκεί να 
εξετάσουµε µόνο τους θετικούς αριθµούς): 

 2-32 · [(2-1 + 2-9) – (2-1)] = 2-32 · 2-9 = 2-41 :  

(0   000000   100000001) – (0   000000   100000000) = 0   000000   000000001 

Το αντίστοιχο µέγιστο απόλυτο σφάλµα λόγω στρογγυλοποίησης στην περιοχή αυτή είναι: 2-

41 / 2 = 2-42. 

 

Μεταξύ του 0 και του αµέσως µεγαλύτερου αριθµού (2-32  2-1) η ακρίβεια είναι: 2-33 : 
    0   000000   100000000 

Στην πραγµατικότητα, όµως, σύµφωνα µε το πρότυπο παράστασης πραγµατικών αριθµών 
που ακολουθεί ο ΕΚΥ, το 0 δεν µπορεί να παρασταθεί. 
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7.6. Σε Η/Υ που διαθέτει “λέξη” των 16 ψηφίων για την παράσταση των αριθµών 
κινητής υποδιαστολής ( 1 ψηφίο για το πρόσηµο, 6 ψηφία για τον εκθέτη και 9 για 
τον συντελεστή) να παρασταθούν σε κανονική µορφή οι αριθµοί:  

   (i)  3 × 1010
<10>  (ii)  -12,47<10>  

 

Μετατρέπουµε τους αριθµούς σε δυαδικούς, στην κανονική µορφή και στη συνέχεια τους 
παριστάνουµε σε δυαδικό στη µορφή κινητής υποδιαστολής 

 

(i)  Για ευκολία πράξεων µετατρέπω αρχικά τον αριθµό σε δεκαεξαδικό: 

        υπόλοιπο 

 30000000000 / 16 = 1875000000       0 

   1875000000 / 16 = 117187500       0 

     117187500 / 16 = 7324218      12         C 

         7324218 / 16 = 457763       10         A 

           457763 / 16 = 28610        3 

             28610 / 16 = 1788       12         C 

                1788 / 16 = 111       15         F 

                  111 / 16 = 6    <   16    

 

Άρα       30000000000<10> = 6FC3AC00<16>  

                                     = 0110 1111 1100 0011 1010 1100 0000 0000<2>  

 

 

                                     = + 2+31 · 0,110 1111 1100 0011 1010 1100 0000 0000<2> 

    = 0  111111  110111111 

 

(ii) Μετατρέπω ξεχωριστά το ακέραιο και το κλασµατικό µέρος στη δυαδική µορφή: 

 12<10> = 1100<2> 

και   0,47 × 2 = 0,94 

   0,94 × 2 = 1,88 

   0,88 × 2 = 1,76  Οπότε   0,47<10> = 0,011110…<2> 

   0,76 × 2 = 1,52 

   0,52 × 2 = 1,04 

   0,04 × 2 = 0,08 

6        F       C      3       A      C       0       0 
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Άρα: -12,47<10> = - 1100,011110…<2> = - 2+4  0,1100011110…<2>  

       = ( - )  100100  110001111 

       =     1  011011  001110000 

7.7. Σε ένα Η/Υ η µορφή της παράστασης πραγµατικών αριθµών είναι 27 bits για 
τον συντελεστή, 8 bits για τον εκθέτη και 1 bit για το πρόσηµο του αριθµού. Να 
βρεθεί ποιοι από τους αριθµούς 9000000,1 … 9999999,9 έχουν την ίδια εσωτερική 
παράσταση. 

 

Πρέπει να βρούµε την ακρίβεια της παράστασης των αριθµών, στην περιοχή [9000000,1 έως 
9999999,9]. Ισχύει: 

  9000000 = 9 · 106 ≈ 9 · 220 = 1001 · 220 = 0,1001 · 224  

∆ηλαδή ενδιαφερόµαστε για την ακρίβεια στην τάξη µεγέθους 224. 

 

Συγκεκριµένα είναι  223 = 8388608 < 9000000,1 και 9999999,9 < 16777217 = 224  

Εποµένως η κανονική µορφή των αριθµών είναι  α × 224, όπου α έχει 27 δυαδικά ψηφία. 

 

Στην περιοχή αυτή, η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών αριθµών είναι 224 · 2-27 = 2-3. Άρα το 
κλασµατικό τµήµα του αριθµού παριστάνεται µε 3 δυαδικά ψηφία. Όπως έχει υπολογιστεί 
ήδη από την άσκηση 3β, οι αριθµοί µε ίσα ακέραια µέρη θα ταυτίζονται όταν λήγούν σε 0,2 ή 
0,3 και 0,7 ή 0,8. 

 


